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Streszczenie

Wzory funkcji cyklometrycznych wraz z wyprowadzeniami.

1 A co to za funkcje?

Funkcje cyklometryczne lub inaczej kotowe sa to funkcje odwrotne do try-
gonometrycznych. W literaturze trudno znalezé te wzory jesli juz sa to nie
zawsze 7z wlasciwymi zalozeniami.

2 Wzory

2.1 Funkcje cyklometryczne przeciwnego argumentu.

arcsin(—z) = — arcsinz (1)
arccos(—zx) = —arccos x + m (2)
arctg(—x) = —arctgz (3)

2.2 Tozsamosci funkcji cyklometrycznych.

arctgx + arcctgx =

arcsin x + arccos r =

(STERIE

2.3 Funkcja trygonometryczna z funkcji cyklometrycznej.

sin(arcsinz) = x, bo x € [-1,1] (6)
cos(arccosx) = z, bo x € [—1,1] (7)
tan(arctgz) = x, bez ograniczen na x (8)

Czyli nic podejrzanego, bo definicja arcsin czy arccos narzuca ograniczenie
na x
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2.4 Funkcja cyklometryczna z funkcji trygonometrycznej.

arcsin(sinz) = (—1)7(z — ym) v = {i + ;J 9)

f(x) = arcsin(sin x)
T T T

pi
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Rysunek 1: wykres funkcji f(z) = arcsin(sin z)

o
arccos(cosz) = (1)’ ~ 2| | m) o= %) (10)
7T
pi f(x) = arccos(cos :()
-pir2 |
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Rysunek 2: wykres funkcji f(x) = arccos(cosx)

1
arctg(tge) =@ — 77 7= EU (11)

f(x) ardg (tg x)

pi
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Rysunek 3: wykres funkcji f(z) = arctg(tgx)

Gdzie:
|z] To odpowiednio podloga, czyli zaokraglanie do liczby catkowitej w dot.
[2] To odpowiednio sufit, czyli zaokraglanie do liczby catkowitej w gore.
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2.5 Wzory na zmiane funkcji.

arcsin /1 — z2, dlaz >0 (12)
arccos T =
m —arcsiny/1 — 22, dlaz <0

) arccos V1 — 2, dlaxz >0 (13)
arcsinz =
—arccos V1 —a2, dlaz <0
arcsin\/ﬁ, dlaz >0
arctgx = Lta? 5 (14)
T — arcsin — 117, dla z <0

2.6 Wzory sume funkcji cyklometrycznych.

arcsinx + arcsiny =
—7 —arcsin(zy/1 — 2 +yvV1 —22), dlay < —vV1—-22Az,y<0
= S arcsin(z/1 — 32 + yv/1 — 22), dla pozostalych (15)
7 —arcsin(zy/1 — 32 +yv1—22), dlay>vV1I—2ZAx,y>0

arccos(zy — /(1 — 22)(1 — y?)), dlaz+y>0

16
21 — arccos(zy — /(1 — 22)(1 —y?)), dlaz+y< 0( )

arccos x + arccosy = {

—m+arctg 2L dlazy >1A2,y<0

xy’

arctg f”_zyy, dla zy < 1

7r+arctgf”:3yy, dlazy>1Az,y>0

arctgzr + arctgy = (17)

% dlazy =1
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3 Wyprowadzenia

3.1 Wzérl

WyjdZzmy od:
a = arcsin(—x)

Wiadomo przy tym o« € [—F, 5] z wlasnosci funkcji arcsin. Obkladajac po-

wyzsze réwnanie funkcja sinus na mocy wzoru [0]
sina = —zx
—sin(—a) = —x
Teraz obktadajac funkcja arcsin
—q = arcsinx

Dostajemy wzor
arcsin(—z) = — arcsin(x)

Albo wprost z tego, ze funkcja jest nieparzysta

3.2 Wzér 2

Wyjdzmy od
a = arccos(—x)

Wiadomo przy tym « € [0, 7] z wlasnosci funkcji arccos dzialajac funkcja
cos na réwnanie dostaniemy

CoOSax = —o

—cosa=x
korzystajac ze wzoru redukcyjnego z trygonometrii
cos(m—a)=x
Dziatajac funkcja arccos
T — . = arccos

A stad wynika juz nasz wzoér
arccos(—x) = —arccosx + 7

O
Albo inne podejscie funkcja arccos po obnizeniu o 7 bedzie nieparzysta,
zatem
)

(arccosx — g) = —(arccos(—x) —

NN

skad natychmiast dostajemy nasz wzoér.
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3.3 Wzér 3

Whprost z tego ze jest to funkcja nieparzysta

3.4 Wzér 4

Whprost z definicji funkcji. Funkcja arc ctg po obnizeniu § jest nieparzysta i

przeciwna do funkcji arctg x.
7
arctgx — 5 = —arcctgzx

skad wynika wprost tozsamosc.

3.5 Wzér bl

arcsin x + arccos x =7

Oznaczmy przez
« = arcsin x
(B = arccosx

Stad mozemy napisa¢ na mocy wzordw [6][7] ze:

T = sina
T =cosf

Korzystajac z jedynki trygonometrycznej.
|cosal = V1 —2a2=cosa=v1—a?
|sin 3] = mé sing = m
Wychodzac z wzoru trygonometrycznego
sin(a + ) = sina cos B + cos asin 3

Podstawiajac

sin(a + ) = 22 + (V1 — 22)?
a+ 8 =arcsin 1

a+ﬂ=g

. T
arcsin x + arccosxr = 5

co nalezato pokazac.

O

Albo z definicji funkcji arcsin i arccos obnizajac funkcjg arccos o § bedzie

odwrotno$cig funkcji arcsin tzn.

U .
arccos r — 5 — —arcsinax
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3.6 Wzbrlél

Wprost z wlasnosci funkcji sin oraz arcsin, ktére sa odwrotne wzgledem
s

siebie dla kata z zakresu [—5, g]

3.7 Wzér[l

Wprost z wlasnosci funkcji cos oraz arccos, ktére sa odwrotne wzgledem
siebie dla kata z zakresu [0, 7]

3.8 Wzbr

Wprost z wlasnoéci funkcji tg oraz arc tg, ktore sa odwrotne wzgledem siebie
dla kata z zakresu (-3, 5)

3.9 Wzér[9

—(x—3m), dlaxe

5%77777) v=-3
x — 2m, dla:ce?’—”,%”) v=-2

[
[
—(x—m), daxe [g,%’r) v=-1
arcsin(sinz) = T, dlaz e [-F,7) v=0
[
[
[

—(z+m), daxzel[=T, 1) vy=1
z+2m, dlaze %5”,—37”) v

—(z+3m), dlaxe[-T,-5) v =

Znak minus jest na zmiane wiec wykorzystamy czynnik (—1)P. Dopasowujac
by p dla odpowiednich przedzialow bylo parzyste, a dla innych nieparzyste
(uwzgledniajac przypadek 0 jako parzyste).
Nalezy znalez¢ odpowiednie przyporzadkowanie przedzialu do liczby catko-
witej. Mozna to zrobi¢ poprzez wykorzystanie podtogi lub sufitu z ewentu-
alnym przesunieciem.
Dtugos¢ przedziatu wynosi 7 wige podzielenie T unormuje do dtugosci 1.
A wtlasnie co 1 nastepuje zmiana w funkcji | | dokonujac przesunigcia w
odpowiednig strone o % mamy:
z 1
[z}

T 2

czynnik (—1)7, pasuje znakiem do przedzialéw czyli p = 7. mozemy napisaé
wzor:
. z 1
arcsin(sinz) = (—1)7(z — y7) v = { + J
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3.10 Wzér 10

rozwinmy
~(@+2m), dlaze(-3rm,-2m) 6=-3 [{[=-1
T+ 2m, dla x € (=27, —7) 0=-2 [g-‘ =1
—z, dla z € (—m,0) d=-1 [gw =0
arccos(cosx) = 5
z, daze(Om) §=0 [5]=0
—(z—2n), dlaze(m2r) =1 [g] =1
x — 2, dla x € (27, 37) §=2 [g} =1

Tutaj mamy troche trudniej. Gdyz mamy ”podwdjne zmiany” o 27w. Mozna
to wyrazi¢ takim wzorem

arccos(cos ) = (—1)°(x — 2 {2-‘ ) d= {J
3.11 Wzér 11
x—2m, dlaxe€
r—m, dlaxée

r+m, dlaxe

(

(=3
arctg(tgz) = < , dlaz e (-3,5) 7¥=0
(

x+2m, dlaze(

Postepujemy analogicznie co w wyprowadzeniu we wzorze [ dochodzac do

[z}
7= T 2
a wzdr sie sam nasuwa
z 1
arctg(tger) =z —v -7 v = {+J
T 2

3.12 Wzér 12

Zaczynamy od
arccos T = «
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Stad wiadomym jest « € [0, 7] dzialajac obustronnie na réwnanie funkcja
cos

T = cosu
Z jedynki trygonometrycznej

2 2

a=1—cos”a

|sina| =1 — 22

Ze wzgledu na, ze sina > 0 dla « € [0, 7] zatem

sina = V1 —22

sin

Stad
« = arcsin m, dla o € [_g, g]
3
a = T — arcsin m, dla o € [g, g]

Z uwzglednieniem zalozenia « € [0, 7| oraz wnioskowania

aE[O,g]:>x>0

ae[g,ﬂ:x<0

Dostajemy wzoér

arcsin /1 — 22, dlaz >0
arccosy =
Y m —arcsiny1 — 22, dlaz <0

3.13 Wzér 13

Zacznijmy od
arcsinr = «

]

przy czym mamy, ze a € [—7,

SIE]

T = sina

cos?a=1—sin’a

|cosal = /1 —sin?«

Skoroa € [—F, %], to dla takiej a cosar > 0

cosa =V 1— a2
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a = arccos V1 — z2 dla « € [0, 7]
a = —arccos V1 — 22 dla a € [, 0]
Z uwzglednieniem zalozenia o € [—7, §] mamy

™

ae[—§,0]2>x<0
ae[O,%]:x}O

Uzyskujemy wiec wzor

arccos V1 — % dla z >
T

. 0
arcsinz =
{— arccos V1 — z2,dla z <0

3.14 Wzér 14

arctgr = a,dla a € (—g, g)

Teraz dziatajac na réwnanie funkcja tg mamy:
r=tga

sin o

cos &
7 jedynki trygonometrycznej

|cosa| = /1 —sin?a

ze wzgledu na zakres a mozemy opusci¢ wartos¢ bezwzgledna.

cosa = \/1 —sin? o

Podstawiajac za cos uzyskamy

sin
1 —sin? o
Pytanie jednak brzmi o =?. Podnosimy zatem réwnanie do kwadratu.

9 sin? o

2

Tt = —
1 —sin® «

sin? a(1 + 2?) = 22

x2

|Sln0[’: m
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Teraz mamy dwie sytuacje
1

W)j >0
— T
’2

sina =

o = arcsin

formalnie jeszcze tak o = 7 —arcsin(—5 frIQ
2
m
ae(—g,O):>:E<0
. >
sina = —
1+ 22
: 2
o = arcsin —
1+ a2
, ktére odpada, ale mamy jeszcze
: 2
T — arcsin —
1+ 22

Mozemy teraz sformutowaé wzoér:

arcsin \/: ,dlax >0

arctgx =
W—arcs1n,/H7,dla x <0

3.15 Wzbr

Szukamy wzoru:
arcsin x + arcsiny =7

Oznaczmy przez
o = arcsin x
0 = arcsiny

Stad mozemy napisa¢ na mocy wzoru [6] ze:
T =sinw
y =sin g
7 jedynki trygonometrycznej

2

sin® o + cos?

a=1

), ale to odpada, bo po zakresem.
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mamy, ze
|cosal = V1 — a2
Z definicji funkcji arcsin wynika, ze «, 8 € [~7, §]. Zatem cosa > 0 wigc
opuszczamy warto$é bezwzgledna cos o = v/1 — x2 i analogicznie uzyskuje-
my cos 3 = /1 — 2.
Wychodzac ze wzoru trygonometrycznego
sin(a + ) = sinacos 8 + cos asin 8

podstawiajac uzyskujemy

sinfla+f)=xz-\/1—y>+V1—-22-y

Teraz Uwaga o + [ € [—m, 7| co jest szerszym przedzialem, niz przedzial
wartosci funkcji arcsin € [—7, 7] zatem

T 202
—7m —arcsin(z/1— 42 +yv1—122), dlaa+ e[, —T]
a+ (= arcsin(z/1 — 32 + yv1 — 22), dlaa+ g€ [-5, 7]
T —arcsin(zy/1—y2 +yv1—22), dlaa+p€[Z, 32

Co sprowadza sie do, bo jeszcze raz a+ § € [—m, 7]
—m —arcsin(z/1 —y2+yvV1—22), daa+pg€ |-, —F]

T
a+ 3= qarcsin(xy/1 —y2 +yv1 — 22), dlaa+p3e[-F,7]
7 — arcsin(zy/1—y2 +yv1 —22), dlaa+p¢€ (3,

P = - ,y >0
@ | B€|—x,7] 08
06
it \
04 \
0.2
fas
“« 0 m+4Lzl -~ 0 dla p talyeh
702\
0.4
-pird \
0.8
\! 3
o+ 8 e [—m,— o \QW‘W Ko £ )¢ P
w.K LskiM: pb US*VW
s pifd 0 pifd 112 4 05 0 05 1
e

Rysunek 4: Odwzorowanie pary(«, ) w pare (z,y)

iy a+ B> 5 wynika stad dodatkowo a, 3 > 0, bo Zadna z nich nie jest
wigksza od § a to za$ oznacza x,y > 0, gdyz funkcja arcsin jest rosngca i
nieparzysta.
B>—-a+73
arcsiny > —arcsinz + §
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Sprowadzajac problem do znalezienia granicy.
. . 7T
arcsiny = —arcsinz + 3
na mocy wzoru [6] mamy

y = sin(—arcsinz + %)

y = —sin(arcsinz — %)
y = —(— cos(arcsinx))

teraz obktadajac wzor numerfunkch cos uzyskujemy y = /1 — z2. Wra-
cajac do nieréwnosci. spelniona jest ona, gdy y > V1 — 22, Wynika to
chociazby z tego, ze funkcja arcsin jest rosngca i nieparzysta. Pamietajac
ponadto o tym iz x,y > 0. Analogicznie postepujac z nier6wnoscig
T
<-—a-——
p 2
dojdziemy do y < —v/1 — a2 oraz z,y < 0 A teraz mozemy zapisa¢ nasz
wzOr juz z warunkami na x i y.

sjwwin.KewalskiMateuss

(a) f(z,y) = arcsinz + arcsiny  (b) f(z,y) = arcsin(zy/1—y? +
yv1—z?)

Rysunek 5: Poréwnanie wygenerowanych wykresow funkcji

—7 —arcsin(zy/1 —y2 +yvV1—22), dlay< —vV1—22A2,y<0
arcsin z+arcsiny = { arcsin(z\/1 — 32 + yv1 — 22), dla pozostalych
7 —arcsin(zy/1 —y2 +yvV1—22), dlay>+vV1i—-a2Az,y>0
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3.16 Wgzdér 16

Szukamy wzoru:
arccos & + arccosy =7

Oznaczmy przez
Qv = arccos
[ = arccosy

Stad mozemy napisa¢ na mocy wzoru [7} ze:
T = cosu
y = cos
7 jedynki trygonometrycznej
sina + cos’a =1

mamy, ze | sin a| = v/ 1 — 2. Z definicji funkcji arccos wynika, ze i, 8 € [0, 7].
Zatem sin« > 0, wiec opuszczamy warto$é bezwzgledna sina = 1 — 22 i
analogicznie uzyskujemy sin 3 = /1 — y? Wychodzac ze wzoru trygonome-
trycznego

cos(a+ ) = cosacos f — sin asin 3

podstawiajac uzyskujemy

cos(a+ ) = ay — \/(1 —22)(1 —y?)

Teraz Uwaga o + 8 € [0,27] co jest szerszym przedzialem, niz przedzial
wartosci funkcji arccos € [0, 7] zatem

arccos(zy — /(1 — y2)(1 — 22), dla o+ 3 € [0, 7]
21 — arccos(zy — /(1 — y2)(1 — 22), dla a+ 8 € [, 27|

a+ﬂ={
Jednak wyglada to dosy¢ osobliwie. Nalezy zatem warunki wyrazié¢ od x 1 y.
WeZmy na poczatek warunek o + 3 > 7w

8>—-a+m
arccosy > —arccosx + m

Sprowadzajac problem do znalezienia granicy.
arccosy = —arccosx + m
na mocy wzoru [7] mamy

y = cos(— arccosx + )
y = — cos(— arccos z)
y = — cos(arccos x))
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3api z+y>0
a+ger,2n]| 04

s 172pi ~ 0

a+3¢e(0,q]
pird z4+y<0

www.KewalskiMateusz.pt
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Rysunek 6: Odwzorowanie pary(a, 3) w pare (z,y)

teraz na mocy wzoru [7] uzyskujemy y = —z. Wracajac do nieréwnosci. spel-
niona jest ona, gdy y < —z, Wynika to chociazby z tego, ze funkcja arccos
jest malejaca. Analogicznie postepujac z nieréwnoscia odwrotna

< —a+m

dojdziemy do y > —x. Teraz mozemy zapisa¢ nasz wzér juz z warunkami na
xXiy.

arccos(zy — /(1 — 22)(1 — y?)), dlaz+y>0
2m — arccos(zy — /(1 —22)(1 —42)), dlaz+y <0

arccos r + arccos Yy = {

O]
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(a) f(z,y) = arccosx + arccosy (b) f = arccos(xy —

osy

(1—-y?)(1 —22))

Rysunek 7: Poréwnanie wygenerowanych wykreséw funkcji

3.17 Wzér

Szukamy wzoru:
arctgx + arctgy =7

Oznaczmy przez
a =arctgx
B =arctgy
Stad mozemy napisa¢ na mocy wzoru [§], ze:
r=tgua
y=tgp
Wychodzac ze wzoru trygonometrycznego

t t
tg(a+8) = 1E55E5

podstawiajac uzyskujemy

tela+8)=1—,

www.KowalskiMateusz.pl
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Teraz Uwaga postepujemy jak z klsaycznym rownaniem trygonometrycznym

z+y
v = arctg
1—2xy

a+B8=vy+k- -mgdziek € Z

Skoro a, B € (=%, %) zatem a + 3 € (—7,7) zatem mamy takie mozliwosci

—m+arctg 2L dlaa+ g€ (-3, -3

-2y’ 2
a+p= arctgf”%;%, dlaa+p€(-5,5)
T+ arctg lz_tﬁyy, dlaa+pge (5,3

a teraz uscislajac i uwzgledniajac sytuacje gdy zy =1

—7 + arctg ﬁ%v dlaa+ 3 € (-, —3)
+
ot f= arctg%v%, dlaa+pe(-5,5)
7r+arctg%, dla a+ g € (5,7)
Z dlaa+3=75

Teraz, aby wygladalo to bardziej elegancko wystarczy warunki wyrazi¢ od

zy>1Az,y>0

Rysunek 8: Odwzorowanie pary(a, 3) w pare (z,y)
x i y Wezmy na poczatek przypadek.

T
>_
a+p 5

. Ponadto zauwazmy, ze

a,>0=zy>0

, bo
7T
aa/B € (_57

)

oy
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T
> —a+ -
b 2
Rozpatrujac najpierw rownanie.
T
b 2

arctgy = —arctg1:+g

T
y = tg(—arctgx + 5)

y = —ctg(—arctgx)
1

v= tg(arctgx)

y=—
xr

Wracajac do nieréwnosci mamy, ze:
1

y>—ANz,y>0
x

czyli
zy>1Az,y>0

Analogicznie z nieréwnoscia

T
<_7
a+ 0 >

Dojdziemy do
1
y< —ANz,y<0
x
mnozac przez ujemny X, znak sie zmieni i mamy:
zy>1Az,y<0

W trzecim przypadku zas mamy warunek

s
a+pl <<
o+ B <
co sprowadza sie do dwoch nieréwnosci. Odwrotnych niz analizowane wcze-
$niej.
T T
a+p< - AN—-a—-—p>—
b 2 b 2
a to za$ do

zy<lAz,yeR

Teraz mozemy ostateczni napisa¢ wzér

—m+arctg L dlazy >1A2,y<0

xy’
arc tg 2L | dla zy < 1
arctgx + arctgy = gl*xy;w Y
7r+arctg1_$yy, dlazy >1Az,y>0
5 dla zy =1
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(a) f(z,y) = arctgz + arctgy (b) f(z,y) = arctg 1

z+y
—zy

Rysunek 9: Poréwnanie wygenerowanych wykresow funkcji
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