TRANSFORMACJA LAPLACE’A [™I(

Definicja: Oryginatu

Funkcje zespolong zmiennej rzeczywistej tj.
f : R — C nazywa sie oryginatem gdy:

1. f(t) jest przedzialami ciagla dla t > 0
2. ft)=0dlat <0

3. r>0 Ins0 Vier [f()] < M - eot
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Definicja: Transformaty Laplace’a

Transformata Laplace’a oryginalu f(t) na-
zywamy funkcje zespolona zmiennej zespo-
lonej tj. F': C — C okreslona wzorem.

a /f(t)e_Stdt, s=A+iw
0

Piszemy F(s) = Z{f(t)}
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Definicja: Splotu funkcji

Splotem 2 funkcji f : R - Cig: R —- C
nazywamy funkcje postaci:

t
— [ () gt = r)ar
0

Wtiasno$ci splotu: Splot jest operacja
przemienng, taczna i rozdzielna wzgledem
dodawania. Splot dwéch oryginaléw jest
oryginatem.
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Twierdzenie: Borel’a o splocie

Z{f@) xg(8)} = F(s) - G(s)

Twierdzenie: o oryginale okresowym
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Transformacja oryginalu okresowego f(t) o
okresie T":

T
LW} = F) = s [ f@)at
0
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Definicja: Transformatg odwrotna

Transformata odwrotna funkcji ' : C — C
nazywamy taka funkcje f : R — R, ktorej
transformatg, jest F', tzn.

LTHF(s)} = f(t) jezeli F(s)=2{f(t)}

Twierdzenie: Transformaty odwrotnej

Odwrotna transformata Laplace’a jest dana

J

WZzZOorem:
ft) =27 {F(s)} =
= — lim / F(s)ef'ds t>0,
271-1 w—»oo)\
iw

gdzie liczba A € R jest tak dobrana aby
wszystkie punkty osobliwe funkcji podcat-
kowej lezaly po lewej stronie Res = .

Twierdzenie: o Residudach

E res F'(s
S=8

gdzie s, to bieguny funkcji F'(s). Jesli F(s)
jest funkcja wymiana oraz jesli s, jest jed-
nokrotnym biegunem, to

L7LHF(s)

res F(s)es! =

S=38p

lim F(s)(s — s.)e™,

S—Sp

jesli s, ma krotnos¢ k, to res F(s)eSt =

S=Sp

1 k=t
lim dskr—lF(S)(s — sp)Frest

(k — 1)' S—Sp

Twierdzenia: Graniczne transformaty
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Jim sF(s) = lim £(¢) = £(07)
fm 7)< Jim (0
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Twierdzenie: Wzo6r Duhamela

)

T

[ f@g' e = ryar

0

sF(s)G(s) = £ {f(t)g(o) +

16 pazdziernika 2020

kowalskimateusz.pl

vl.21a



MK

Wtlasnosci transformacji Laplace’a
MATEUSZ KOWALSKI

2. Rézniczkowanie oryginatu

1. Przeksztalcenie .Z jest liniowe

Z{f'®)} =sF(s) — f(0)

ZL{cf(t)} =cZ{f(t)} Z{f"'(t)} =s"F(s) —sf(07) - f'(0F)

ZL{H@) + 20)} = ZL{H i)} + L {f2(t)} g{f(n)(t)} — () — ansn—kf(k—l)(0+)
k=1

J
4. Rdézniczkowanie obrazu

LA{-tf(6)} = F'(s)
Z{(=1)""f(8)}) = F™(s)
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3. Catkowanie oryginatu

% { / f(x)dx} _ %F(s)
0

5. Calkowanie obrazu

<z {@} = ZOF(s)ds = Relzi)riloos/pF(s)ds

7. Przesuniecie w dziedzinie oryginatu
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6. Twierdzenie o podobienstwie

Z{f(at)} = %F (2) , gdzie a > 0
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8. Przesuniecie w dziedzinie obrazu

L{ft—a)n(t —a)} = e F(s)

Tablica przeksztalcen Laplace’a

n(t) sinh(at)
e cosh(at)
cos(at) tsin(at)
sin(at) t cos(at)
L.
t", neN % (sin(at) + at cos(at))
t" 1
,meN ¥ (sin(at) — at cos(at))
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