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1 Uogblniony Algorytm CORDIC

Algorytm CORDIC mozemy uog6lnié¢ doktadajac parametr u. Parametr p moze przyjaé wartosé
e {—1,0,1}. Oczywiscie gdy p = 1 uzyskujemy tryb rotacyjny i wektorowy wspdlnie nazwany (Cir-
cular). Po polsku to bedzie co§ w stylu okragly, kolisty, okrezny, okregowy. Dla p = 0 otrzymujemy
tryb liniowy. Ten tryb pozwala na obliczanie mnozenia i dzielenia bez wykonywania mnozenia i dzie-
lenia wprost. Gdy p = —1 otrzymujemy tryb hiperboliczny. Jednak w trybie hiperbolicznym jest kilka
uwag co do tego wzoru.

i Tryb Rotacyjny Wektorowy
Tp1 = Tk — PdpYp2™ Okrezny (u=1) oméwiony omoéwiony
Yrt1 = Yk + dpzp2 ™" Liniowy (u = 0) teraz omowimy teraz omoéwimy
Br+1 = Br — di vk Hiperboliczny (u = —1) | w nastepnej czesci | w nastepnej czesci

Wyrdznié mozemy zatem 6 trybéw. Aby okresli¢, o ktorym trybie mowimy trzeba podaé¢ dwa okresle-
nia. Pierwsze okreslenie aby wskazac jakie p mamy na mysli. Drugie czy chodzi o tryb rotacyjny czy
tryb wektorowy.

W literaturze zwykle zamiast § uzywane jest oznaczenie z, ale ja zostane przy [, bo z kojarzy sie
z osia z, tym bardziej, ze zmienne x i y oznaczaja wtasnie wspotrzedne w ukltadzie wspolrzednych.
Nalezy zdawac sobie sprawe, ze 3 oznacza kat tylko w trybie okreznym.

1.1 Pewien przesuw pionowy

Rozwazmy punkt A = (A, A,) oraz wektor piono-
wy @, tzn. rownoleglty do osi y. Niech ten wektor
bedzie umieszczony na prostej o rownania z = 1 i
niech okresla przesuniecie punkt A w sposéb przed-
stawiony na rysunku. W wyniku tego przesuniecia /A’ = (4;.4)
punktu A otrzymujemy obraz, czyli punkt A’ =

(A;, A;) Wspélrzedna x jest taka sama Al = A, :
natomiast Aj = A, + Azp. Zaleznosé ta wynika z
tréjkatow podobnych. Oczywiscie tak zdefiniowany
przesuw jest addytywny, tzn. skutek wykonania ko-
lejnych dwoch jest taki sam jak jednego bedacego g : !
ich suma.
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1.2 Rozktad liczby na sume utamkow

Rozwazmy ciag geometryczny, w przypadku skonczonym lub szereg geometryczny, w przypadku
nieskonczonym o ilorazie ¢ = %, czyli 1, %, %, %, .... Ten ciag oznaczamy przez (k) o wyrazie ogdlnym
e = 27F. W tym przypadku, v, nie oznacza kata.

Nastepnie na bazie tego ciagu rozwazmy nowy ciag (¢x), ktérego wyrazy ¢ sa wyrazami tego

ciagu z tym, ze niektérym zmieniono znak na przeciwny.

Pk = €LYk, gdZie €k € {_17 1}

Okazuje sie wowczas, ze kazda liczbe z przedziatu od —2 do 2 jesteSmy w stanie uzyskaé¢ jako sume
skoniczong b = g + @1 + . . . + pn—1 lub jako granice takiego ciagu b = g + ¢1 + . . .. Pozostawiam to
bez dowodu. Przyktadowo
b—7—1+1 1+1+1 1
5 2 4 8 16 32 7

W zasadzie ten przedzial jest domkniety czyli wlacznie z liczbami 2 i —2, gdyz 2 otrzymamy w
granicy gdybysmy zawsze brali z plusem kazdy wyraz, jest to wéwczas suma szeregu geometrycznego.
Analogicznie —2 to takze suma szeregu geometrycznego, wiec kazda liczbe a € [—2,2] mozemy tak
rozpisa¢. Jednak lepiej przyjac ten przedzial bez 21 —2, tzn. a € (—2,2). Zauwazmy, ze 2 to inaczej 1-2,
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a 1 ma skonczone rozwiniecie, w zasadzie to jest nim tylko 1 wyraz. Mnozenie przez 2 to przesuniecie
bitéw w lewo.

1.3 Dobér znakéow

Ponownie trzeba zapyta¢ jak dobiera¢ znaki? Analogicznie jak w poprzednich trybach. Zamiast
sumowaé kolejne ¢ do momentu, az uzyskamy warto$é¢ b. Mozemy z kroku na krok modyfikowaé te
wartos$¢ az osiagnie ona 0. Niech (5 oznaczymy pozostata czesc¢ liczby b do roztozenia, po k-tej iteracji.
Z kroku na krok modyfikujemy G, mianowicie (x11 = Br — . Jesli biezace fr > 0, to nastepny
sktadnik v nalezy odjac¢. Jak [ < 0, to nastepny sktadnik v; nalezy dodaé.

Bret1 =0k —v dlaf 20
Brt1 =0k — o — {ﬁk-&-l Gty dla B <0 Br+1 = B — sen(Be) vk

Rzecz jasna By = b. Zalézmy, ze chcemy przemnozy¢ dana liczbe a przez dang liczbe b = %, woéwcezas

Mnozenie to suma liczb, ktére byty odpowiednio poprze-

suwane bitowo oraz mozliwe, ze zmieniono im wartosé
o na przeciwna. Zauwazmy, ze 3 oznacza takze jaka cze$é
7 o015 liczby b pozostala jeszcze do przemnozenia z a. Niech xy,
’ oznacza warto$c liczby a. W kazdej iteracji xj, jest takie
samo. Ta zmienna w tym trybie jest w zasadzie zbedna,
ale dla spéjnosci z pozostalymi trybami zostawmy ja.
Niech zmienna y; oznacza biezaca warto$é¢ iloczynu po
k-tej iteracji.
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Oczywiscie yo = 0. Uzyskujemy zatem uktad rekurencji
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Po n iteracjach wynik mnozenia jest w przyblizeniu réw-
ny yn, a niekiedy nawet doktadnie réwny

a-b=y,

Dla ujemnego a wzoér takze da poprawne wyniki. W
przypadku ujemnego b takze beda poprawne.

1.4 Przyktady mnozenia

Na ponizszych rysunkach zwizualizowano i rozpisano kolejne kroki pracy algorytmu CORDIC pod-
czas mnozenia, czyli w trybie liniowym, rotacyjnym.

e Rysunek pierwszy to mnozenia a = % % ) = %
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e Rysunek drugi to mnozenie a = % % )=

e Rysunek trzeci to mnozenie a = %3 B )= %2

., -5 9
e Rysunek czwarty to mnozenie a = 3> z b = 5.
A, E=0: 75| y=0 B = 1.66666 A, k= 25| y=0 B=15
3 517 k=1 0.75| y=0.75 S =0.6666 5 319 k= 25| y=125 F=05
2,8 k=2: z=075 y=11 0.16666 9, k= 25 y=1875 B=00
4 3 k=3: z=075 y=13125 §=—0.08334 4 2 k= 25| y=1875 B=00
N k=4: =075 y=121875 §=0.04166 5 k= 25 y=1875 B=00
k=5: z=075 y=126563 [ =—0/02081 k= 25 y =187 BF=00
k=6: =075 y=124219 [=0.0]04 k=38
k=7: =075 y=12539 B=—0.00522
k=8: =075 y=124805 = 0.0026
k=9: =075 y=125098 3=—000131
/ i -
k=p
1 f 1
1§ 1§
k=t
z z
®i—0 - T S— >
=03 159999 1 =03 y=0 =09 ‘[
-3 92 lp=1l3g 159999 -5 9 k=1: y=—0.83333 [ Y 0.1
=, I p=9; 59999 | =2, Eop—9; y=—041667 B 04
5 3 k=3: 59999 6 0 k=3: y 0.15
k=4: 9999 k=4: B 0.025
EF=5: 9999 k=5 ~0.0375
k=6 9999 k=6 0.00626
k=7: 9999 k=7: 8= 0.00937
k=8: 0999 y = k=8: - 000156,
k=9: 9999 y = 0.40077 B = 0.00131 k=9: = —0.00235
—1
1 —
I
k=1
1
+
ae
P »
@ »
—1

Zauwazmy, ze w drugim przypadku liczby wejsciowe byty tak dobrane, ze juz po drugiej iteracji idealnie
trafiliémy w wynik, wiec kazda kolejna iteracja nic nie zmieniata. Taka sytuacja zdarza sie rzadko. W 4
przypadku doktadny wynik mnozenia to _73, ale mimo to, ze liczby wejsciowe nie miaty w mianowniku
potegi dwdjki, to algorytm w malej liczbie krokow nie trafi dokladnie w wynik.
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1.5 Algorytm dzielenia

Okazuje sig, ze mozemy takze dzieli¢, nie wykonujac dzielenia
wprost. Wyjdzmy od otrzymanego uktadu rekurencji, ktory
opisuje przesuwanie sie po prostej x = a. Zastanéwmy sie nad
sposobem podzielenia liczby ¢ przez a. W trybie mnozacym
bylo tak, ze liczbe a mnozyliSmy przez b w wyniku otrzy-
malidmy ab. Skutkowalo to tym, ze punkt A = (a,0) prze-
suwaliSsmy pionowo, az uzyskaliémy punkt o wspélrzednych
A" = (a,a-b). Nalezy zatem ten proces odwrécié¢. Podobnie
jak w trybie okreznym, w podtrybie rotacyjnym obracaliSsmy
punkt A = (1,0), az uzyskaliSmy obraz A’ = (cos p, sin @),
w podtrybie wektorowym odwrotnie punkt A = (A4,, A,) byt
obracany, az uzyskalismy A’ = (A, 0).

Mamy zatem punkt A = (a, ¢), ktéry trzeba przesunaé po linii
pionowej, az bedzie na osi x, czyli A’ = (a,0). Kazde kolejne
przesuniecie jest o potowe mniejsze od poprzedniego. Tak jak
w trybie rotacyjnym kazdy kolejny tangens kata obrotu byt o
polowe mniejszy od poprzedniego.

Mozna pomyslec, ze jesli biezacy vy jest wiekszy od 0 to nale-
zy przesunaé¢ w dol, czyli ¢ < 0. Jedli biezacy y jest ujemny
to nalezy przesunac¢ w gore pr > 0. Zauwazmy jednak, iz x
moze by¢ ujemne, wowczas ¢y bylo by Zle okre$lone. Popra-
wiajac bedzie ¢y, = ex e = — sgn(Tryr) V-

{yk—i-l = Yk + PrTk
Y = C

Tkl = T
Yk+1 = Yk + ToPk
Br+1 = Br — Pk

o= a
Yo =10
Bo=1b
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y=0125 B=0.75
y=—-00625 B=0.875
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Suma przesunieé¢ oy to przesuniecie punktu A do punktu A’. Zatem szukane przesuniecie A’ do A
jest z przeciwnym znakiem. Ten wynik to wynik dzielenia. Niech zatem [ oznacza aktualnie naliczony
wynik po k iteracjach. Rzeczy jasna na poczatku wynosi 0, to prowadzi nas do rekurencji.

{ﬁkﬂ = B — ¥k i {ﬁk—l—l = B + sgn(Tryr) Vi

Bo=0 Bo=0

Otrzymujemy uktad rekurencji

Lk+1 = Tk

Br+1 = Br + sgn(Tryr) vk

o= a
Yo = ¢
Bo=0

1.6 Przyktady dzielenia

Yrt1 = Y — sgn(zpyk) Ty - 27F

Na ponizszych rysunkach zwizualizowano i rozpisano kolejne kroki pracy algorytmu CORDIC pod-

czas dzielenia, czyli w trybie liniowym, wektorowym.

Rysunek pierwszy to dzielenie g przez %

Rysunek drugi to dzielenie % przez %.

g q a9 3
Rysunek trzeci to dzielenie ¢ przez 3.

Rysunek czwarty to dzielenie % przez 4.
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A k=0] z=15 [y=125 = A k=0] z=0.75] y B=0
5 3 Y k=11 z=15 2% | B=1.0 3 3 Y k=1] z=075y 5 B=10
2o k=21 z=15 5 Bl=05 Lo k=21 z=075y B=05
4 ° 2 k=3{ x=15 |y=0125 |3=0.75 8 " 4 k=3{ z=075y =05
A k=44 x=15 |y=-0.0625 [=0.875 Y k=4 z=0.75| y =0.5
=E k=5{ xz=15 [y=0.03125 G =0.8125 =E 3 1 z=0.75| y =05
k=61 =15 i = 0.84375 k 1 xz=0.75|y =0.5
k=71 z=15 |y .00781 8 = 0.82813 k 4 =075y =05
k=84 xz=15 |y=-0.0039 G =0.83594 k=81 z=0.75 y =05
3 k=94 x=15 |y=0.00195 J3=0.83203 3 k=9{ =075 y =0.5
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Zauwazmy, iz w przypadku drugim liczby byty tak dobrane, ze juz po drugim kroku pracy algorytmu
trafilismy idealnie w wynik. Kolejne iteracje nic nie zmienialy. Analogicznie na rysunku czwartym, po
czwartej nie ma zmian. Taka sytuacja zdarza sie rzadko.

1.7 Co robi¢ poza przedzialem zbieznosci? - mnozenie

Algorytm CORDIC w trybie mnozenia dziala poprawnie. Tylko jesli b € (—2,2). Ten algorytm
mozna tatwo zmodyfikowaé¢ aby dziata dla dowolnego b. W zasadzie to dla dowolnego, choé¢ z gory
ustalonego przedziatu. Nalezy zmodyfikowaé¢ algorytm o dodatkowy parametr, nazwatem go r € Z.

Thi1 = Tk Ti1 = Tk

Ykt1 = Yk + sgn(Br)ay - 27F Ykt1 = Yk + sgn(Br)zy - 275F
Br+1 = Br — sgn(Br) 7k _ ) Brrr = B — sen(Br)

o = a Trog—=a

Yo =0 Yo =0

Bo="b Bo=">

Jesli chcemy zwiegkszy¢é przedzial dla b dwukrotnie, czyli do b € (—4,4), to nalezy przyjaé¢ r = 1. Jedli
chcemy zwigkszy¢ czterokrotnie to r = 2. Jedli chcemy zwiekszy¢ oSmiokrotnie to r» = 3, itd. Jesli nie
chcemy modyfikowaé to r = 0. Aby zachowadé te samg doktadnos$é trzeba bedzie wykonaé o r iteracji
wiecej. Czyli jesli zwiekszymy przedzial 128 krotnie, to trzeba wowczas wykonac o r = 7 iteracji wiecej,
aby osiagnac¢ ten sam rzad doktadnosci wynikéw co w przypadku bez rozszerzenia r = 0. Mozna to
wykorzystaé¢ np. przy liczbach statoprzecinkowych.

Natomiast jednak jesli dysponujemy liczbami w postaci zmiennoprzecinkowej to nie trzeba wpro-
wadzaé tego rozszerzenia. Wowczas przedzial b € (—2,2) nam wystarczy. Liczba zmiennoprzecinkowa
jest postaci a = Z- M -2W. Gdzie Z € {—1,1} jest znakiem liczby, M € [1,2) jest mantysa, natomiast
W € Z jest wykladnikiem. W praktyce jest jeszcze bias przy wykladniku, ale dla skupienia uwagi nie
komplikujmy, bo mozna go tatwo uwzglednic.
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Mnozac dwie liczby a1 = Z;1- My -2W1, ag = Zo-My-2W2 zmiennoprzecinkowe mamy ai-ag = Z1-Zy-
M, -M,-2W1+ W2 Widzimy zatem, ze mnozenie liczb zmiennoprzecinkowych sprowadza sie do mnozenia
ich mantys, gdzie kazda z nich jest liczba z przedziatu [1,2) oraz dodawania wykladnikéw. Wynik
iloczynu znajduje sie w przedziale [1,4). Mozliwe, ze wymagana bedzie normalizacja. Przykladowo
3,9 = 1,8 - 2'. Wowezas do sumy wykladnika trzeba dodaé jeszcze to 1. Do algorytmu nie musimy
wprowadzaé zadnych modyfikacji. Nawet mozemy do algorytmu podawaé te mantysy ze znakiem, gdyz
Z-M e (-2,-1]U[1,2).

Pojawia si¢ pytanie co w przypadku zera? Zero ma $cisle okreslona sekwencja bitow. Ponadto
wynik mnozenia przez 0 z gory jest znany. Mozna zatem wykry¢ czy ktéras z liczb nie jest 0 i wéwczas
da¢ od razu wynik bez uzywania algorytmu.

1.8 Co robié poza przedzialem zbieznosci? - dzielenie

W przypadku dzielenia sytuacja jest podobna do mnozenia. Mamy analogiczne dwie opcje. Jed-
na to rozszerzania zbioru do takiego jakich uzywamy liczb. Drugie to wykorzystanie wlasnosci liczb
zmiennoprzecinkowych. Sg jednak pewne réznice.

Algorytm w trybie dzielenia dziala poprawnie jesli wynik jest w przedziale (—2,2). Mozna rozsze-
rzy¢ ten przedzial stosujac analogiczng modyfikacje jak ta omowiona w trybie mnozenia, mianowicie.
Doktadajac analogiczny parametr r. Podobnie jak przedziat chcemy przyktadowo zwiekszy¢ 32 razy,
tzn. do (—64,64), to przyjmujemy r = 5 i aby zachowaé ten sam rzad precyzji nalezy wykonaé r
dodatkowych iteracji.

Tpy+1 = Tk Lp+1 = Tk

Ykt = Yk — sgn(zpyp)zy - 277 Ykt1 = Yk — sgn(zpy)zy - 2751
Br+1 = Bk + sgn(Tryr) vk ) Brta = Br + sen(zryr)

o = a Trog=a

Yo = ¢ Yo ==¢

Bo =0 Go=0

W przypadku liczb zmiennoprzecinkowych nie trzeba modyfikowaé¢ algorytmu. Wéwcezas warto
wykorzysta¢ wtasnosci liczb zmiennoprzecinkowych. Nalezy rozpoznaé czy przypadkiem nie chcemy
wykonaé dzielenia przez zero. W tym celu sprawdzié¢ nalezy czy a # 0. Ponadto jesli ¢ = 0, to bez
wykonywania dzielenia od razu wiadomo jaki jest wynik. W pozostatych przypadkach liczbe mozemy
przedstawié w postaci a = Z - M -2V, Gdzie Z € {—1,1} jest znakiem liczby, M € [1,2) jest mantysa,
natomiast W € Z jest wyktadnikiem.

Dzielac dwie liczby a1 = Z7 - My
% 2W1=W2 Widzimy zatem, ze dzielenie liczb zmiennoprzecinkowych sprowadza sie do dzielenia ich

mantys, gdzie kazda z nich jest liczba z przedziatu [1, 2) oraz odejmowania wyktadnikéw. Wynik ilorazu
o
0,7 =1,4-271. Woweczas do réznicy wykladnikéw trzeba odjaé jeszcze to 1. Do algorytmu nie musimy
wprowadzaé zadnych modyfikacji. Nawet mozemy do algorytmu podawaé¢ te mantysy z dolozonym
znakiem liczb aq, a9, gdyz Z - M € (—2,—1] U [1,2). Gdy dzielna i dzielnik sa w tej postaci to iloraz

bedzie liczba z przedziatu § € (—2, —%} U [%, 2),

Wi a4y = Zy - My - 22 zmiennoprzecinkowe mamy g—; =

znajduje sie w przedziale [ 2). Mozliwe zatem, ze wymagana bedzie normalizacja. Przyktadowo

30 marca 2021 6 v1.04b



	Ogólnie o algorytmie CORDIC
	Algorytm CORDIC w trybie rotacyjnym (rotation mode)
	Obrót na płaszczyznie o kat  przy nieruchomym układzie współrzednych
	Przekształcenie
	Obrót jako suma mniejszych obrotów
	Mnozenie przez 11 + tg2 k
	Uzycie algorytmu w celu obliczenia sin oraz cos
	Przykłady trybu rotacyjnego

	Algorytm CORDIC w trybie wektorowym (vectoring mode)
	Przykłady trybu wektorowego
	Algorytm obliczania funkcji f(x, y) = x2 + y2

	Podsumowanie - tryb rotacyjny i tryb wektorowy
	Uogólniony Algorytm CORDIC
	Pewien przesuw pionowy
	Rozkład liczby na sume ułamków
	Dobór znaków
	Przykłady mnozenia
	Algorytm dzielenia
	Przykłady dzielenia
	Co robic poza przedziałem zbieznosci? - mnozenie
	Co robic poza przedziałem zbieznosci? - dzielenie

	Tryb hiperboliczny
	Przekształcenie
	Przesuniecia na hiperboli jako suma mniejszych przesuniec
	Mnozenie przez 11 - tgh2 k
	Komplikacja wzorów ze wzgledu na niektóre podwójne iteracje
	Przykłady
	Zwiekszenie przedziału zbieznosci
	Tryb hiperboliczny wektorowy
	Podsumowanie


