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1 Tryb hiperboliczny

Przypomnijmy definicje funkcji hiperbolicznych

sinhoazM cosha:M tghoz:M ctgha:M
2 % CEl G =@
Warto zaznaczy¢, ze argumenty tych funkcji nie sa katami. Mozna nada¢ im sens geometryczny, mia-
nowicie, ze argument okresla dwukrotnos¢ pola powierzchni ograniczonej dodatnia osia x, hiperbola
oraz promieniem wodzacym punktu na hiperboli.
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7 tym, ze to pole jest brane ze znakiem, czyli jest dodatnie gdy vy > 0 i ujemne gdy y < 0. Mamy
w zasadzie pseudopole, cho¢ dalej dla wygody i tak bede méwié krétko pole.
Whprost z tych definicji wynikaja wzory
sinh (v + 3) = sinh acosh 3 + cosh arsinh 3
cosh (o + 8) = cosh a cosh 3 + sinh asinh 3

Te nas prowadza do zapisu macierzowego

cosh (a + ()
sinh (a + )

Skoro punkt na hiperboli ma wspétrzedne (cosh ¢, sinh §), to niech punkt A = (cosh «, sinh «v), wéwezas
punkt po przemieszczaniu na hiperboli o dodatkowe zakreslone pseudo pole g stanie si¢ punktem

A" = (cosh (o + ), sinh (a + 3)).
Alll  |coshf sinhf3| |A,
Ay |sinhf  cosh 14,

_ |cosh 3 sinh 3 ~|cosha
~ |sinh 8 cosh3| |sinha

1.1 Przeksztalcenie

Mozemy to rownanie przeksztatcic
Al = Az coshp + Aysinh g N Al = (Az + Aytghp) coshp
Ay = Aycoshp + Agsinh g Al = (Ay + Az tgh) cosh ¢

7 definicji funkcji hiperbolicznych wynika wzér cosh? z — sinh® 2z = 1. Wzér ten nazywamy jedynka
hiperboliczna. Wykorzystujac go dostajemy analogiczna tozsamo$é jak w trybie okreznym.

cosh ! = ! !
(p = i = = =
Y \/m \/W \/1—tgh2c,0
B 1
A, = (A + Aytghp)coshp | A= et Aytehe) T
A; = (Ay + Az tgh o) cosh o A} = (Ay + A tgh o) ——1

\/1—tgh? o
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1.2 Przesuniecia na hiperboli jako suma mniejszych przesuniec

Podobnie jak w trybie okreznym mamy

p=wot+tpr+...+Pn-1
Otrzymujemy uktad rekurencji.

1

Tp1 = (Tk + Uk tgh o) i or

Ur+1 = (Jr + Tk, tgh o) \/ﬁ
To = Ay
gO - Ay

Po n krokach otrzymujemy dobre przyblizenie obrazu A’ & (Z,,, ¥, ). Zauwazmy, ze funkcja area tangens
hiperboliczny jest funkcja nieparzysta, tzn. artgh(—z) = — artgh z. Zatem znajac wartosé artgh dla
pewnego argumentu znamy tez wartosé tej funkcji dla argumentu przeciwnego. Wystarczy zmienic¢ znak
na przeciwny. Rozwaznym zbiér v, analogiczny jak w trybie okreznym. Zauwazmy, iz artgh 20 = artgh 1
nie nie istniej. Pierwszg wartoscia pola jest artgh 271

{% € (0;0,55) : v = artgh 2-k+) A ke N}

Ponownie mozna raz wyznaczy¢ wartosci tych katow dla niekoniecznie duzego n np. n = 40 i zapa-
mietac.

k 0 1 2 3 4 5 6 7

Yk | artgh % artgh i artgh % artgh % artgh 3—12 artgh 6%1 artgh ﬁ artgh ﬁ
e | 0,5493 | 0,2554 | 0,1257 | 0,0626 0,0313 0,0156 0,0078 0,0039

Uwaga i nie jest katem, tylko podwojona wartoscia zakreslonego pseudopola, wynikajacego z promie-
nia wodzacego, punktu na hiperboli. Jak zawsze biezacy @y jest réwny v z ewentualnie zmienionym
znakiem.

or = exyr gdzie e {-1,1}

Pojawiaja sie jednak problemy kolejne wartos$ci maleja bardziej, niz o 2 razy i to w kazdym kroku.
To prowadzi do tego, ze niektére wartosci ¢ nie da sie rozpisa¢ na sume ciagu lub szeregu wyrazéw,
ktore sa 4. Krétko méwiac nie ma zbieznosci. Aby to ograniczenie obejs¢ utart sie pomyst, aby
niektére iteracje powtarzaé. Okazuje sie, ze jesli powtérzy sie iteracje 4,13,40,121,...,k, 3k +1,.. .,
to wéwczas, kazda warto$¢ w przyblizonym przedziale od —1, 11 do 1, 11 uda sie rozpisa¢ na sume ciagu
lub szeregu tych v branych z plusem lub minusem. Pozostawiam to bez dowodu. Wprowadza to pewna,
komplikacje, ale rozwiazuje problem. Trzeba uwazaé co teraz nazywamy iteracja oraz komplikuje opis
matematyczny. Dla ustalenia uwagi pomine na razie te podwojne iteracje. Wyznaczone zaleznosci
zmodyfikujemy na koniec.

Zmaki znajdujemy analogicznie do poprzednich trybow. Jesli aktualnie naliczona suma pseudo pdl,
tzn. @o+ @1+ . .. + @k jest mniejsza od szukanego pseudo pola ¢ to nastepne pole ;41 trzeba dodac.
Jak aktualne naliczona suma pseudo poél, jest wigksza od szukanego pseudo pola ¢ to nastepne pole
Yi+1 trzeba odjac.

Te zasade mozna odwroci¢ i szukane ¢ z kroku na krok modyfikowaé, az bedzie dostatecznie blisko
0 lub gdy uznamy, ze osiagneliSmy maksymalna liczbe krokéw n. Niech (B oznacza argument, po kroku
k, jaki pozostal jeszcze do przesuniecia po hiperboli, aby znalezé sie w punkcie A’, bedacym obrazem
punkt A.

{ﬂkﬂ = Bk — vk
Bo=¢

Po n krokach 3, ~ 0. Zauwazmy takze, ze ¢ = exyr = sgn(fk)Vk, & co za tym idzie

{5k+1 = B — sgn(Br) vk
Bo=¢
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tgh ¢r, = tgh(exyi) = €x tgh v = sgn(Bk) tgh v = sgn(By)2~*+)

W ten sposéb problem mmnozenia g - tgh o oraz Ty - tgh i zostal rozwiazany. Pozostata kwestia

o g 1
mnozenla przez \/jZ
1—tgh” ¢
Fri1 = (Er + T tgh op) m Tpyy = (i’k + sgn(By) Ji - 2*(k+1)> m

Jer1 = (Gr + 1 tgh op) \/ﬁ o= (@k + sgn(Bx) T, - 2*(k+1)) \/ﬁ

j'0:1496 «%OZAx
i = Ay Jo = Ay

R S
\/1—tgh? oy,
Przygladajac sie podobnie dwom kolejnym iteracja dochodzimy do analogicznego wniosku jak w

trybie okreznym. Mianowicie zamiast przemnazaé¢ w kazdej iteracji przez ﬁ mozna na koniec
—tgh” ok

1.3 Mnozenie przez

przemnozy¢ przez iloczyn tych wszystkich wyrazen.
Po n iteracjach otrzyma-

my T, 1Y, ktére mnozy-

Tr+1 = (Tk + Tk tgh ) \/ﬁ Tpy1 = Tk + yr tgh ox my przez dobrang stata
Ukt1 = (U + Tk tgh o) \/ﬁm _ Yk+1 = Yk + Tk tgh g i et :
To = Ay 2o = Ag = kl;[o 1—-tgh? ¢y,
Yo = Ay Yo =4y J bt L

Natomiast podobnie zamiast przemnazaé¢ na koncu mozna przemnozy¢ na poczatku. Od tego momentu
zmienne akcentowane tylda nie sg juz potrzebne.

Zauwazmy iz tgh? v, = tgh? (—y%) = tgh? oy, oznacza to, ze wszystkie
tgh? oy, sa znane z géry, bo znane sg z géry wartosci pol .
Rozpatrzmy ciag H : Nt — R, pierwszy wyraz jest o indeksie 1. Dla
odréznienia ze statymi w trybie rotacyjnym nazwatem go przez H. Ciag
jest dany wzorem

ZTp+1 = Tk + Yk t8h op
Yk+1 = Yk + T tgh @y,

E=0 1—tgh? ¢y, n— n-1 1

1 n
_ 1 1
Yo = Ay ]}:[0 /717t1gh2 o k=0 /1 — tgh2 Yr k=0 V 1 —2-2(k+1) et V1= 22k

Nie przyzwyczajaj sie do niego, bo za chwile go zmienimy .
Na dana chwile nasz algorytm wyglada nastepujaco

(k+1)
(k+1)

Try1 = Tk + sgn(Br)yr2”
Yk+1 = Yk +sgn(Bk)Tr2”
Br+1 = Br — sgn(Br) vk

o = AIHn
Yo = Ayﬂn
Po=1
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1.4 Komplikacja wzoréw ze wzgledu na niektéore podwdjne iteracje

Podwojenie niektérych iteracji komplikuje opis matematyczny. Modyfikacji ulega takze ciag H,,
ktory zmienia sie¢ w H,.

Zj+1 =2Z; + y;sgn (BJ) 9= (k+1)
Jj41 = 95 + ;580 (B;) 27 ¢+
Bj+1 = B; —sgn (B;) Vi
Ty = Tk
Tt+1 = Tk + Yk t8h oy o = Yk
Yk+1 = Yk + T tgh g, Bo = B
Pr+1 = Bk — px =l {2, dla k+ | =4,13,40,121,...,5,3s + 1,...
xo = A Hy b 1, dla pozostatych k +
Yo = Ayf_fn Tyl = 2y,
Bo = Yk+1 = Uty
Bri1 = B,
xo = A Hy,
yo = AyHy
Bo =

Po tym zabiegu przedzial zbieznosci to (—1,11;1,11), warto$ci wynikaja z

ot

Z Z artgh 2~ (k+1) 1,11
k=0j=1
gdzie
2, dlak+1=4,13,40,121,...,5,35+1,...
e 1, dla pozostalych k +

Rozpatrzmy ciag H : NT — R, pierwszy wyraz jest o indeksie 1. Dla odréznienia ze staltymi w
trybie okreznym nazwatem go przez H. Ciag jest dany wzorem

n—1 tg

2, dlak+ | =4,13,40,121,...,5,3s+1,...

1
kl—[ojl_[l V1 — 2-2(k+1) . g {1, dla pozostatych k +

n 1 2 3 1 5 6 7 8
H, | 1,1547 | 1,1926 | 1,2020 | 1,2067 | 1,2073 | 1,2074 | 1,2075 | 1,2075

1.5 Przyklady

V\i pierwszym przyktadzie jest obliczany sinh% oraz cosh%. W drugim przyktadzie sinh% oraz
cosh =
5
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A, k=0: y= 00000 B= 03333 Ay E=0: == 12075 y= 00000 84 08000
Y p=1: y= 06037 8= -0 Y k=1 z= 19075 y= 06037 S=+ 02507
k=2: y= 03019 k=2: w= 13584 y= 09056 3= —0,0047
k=3: y= 04339 k=3: z= 12452 y= 07358 A= 0,1209
N k=4: y= 02989 | k=4: p= 13120 y= 08943 [ = —0,0042
F=Es y= 03315 k : x= 13141 y= 08524 (= 0,0270
k=6: y= 03479 k=6: z= 13274 y= 08729 B= 00114
k=7: y= 03397 k=7: w= 13342 y= 08833 A= 0,006
k=8: y= 03355 k=8: z= 13377 y= 08885 3 =—0,0003
k=9: y= 03376 E=9: z= 13359 y= 0859 B= 00017
1 1
1 1
% =9
k=1 ~ e k=1
l®k=3
k=%
T a5
® =0 > ®i=0 >

1.6 Zwiekszenie przedzialu zbieznosci

Pojawia si¢ kolejny problem. Jak powigkszy¢ przedzial zbieznosci ¢ € (—1,11;1,11). Tu w przeci-
wienstwie do trybu okreznego, nie dysponujemy wzorami redukcyjnymi bo funkcje hiperboliczne nie
sg okresowe, dopiero ich odpowiednik zespolone sa okresowe i maja okres urojony, ale nas interesuja
przypadki rzeczywiste. Tu w przeciwienstwie do trybu liniowego samo wykorzystanie wlasnosci liczb
zmiennoprzecinkowych nie pomoze.

Jednym z pomystow jest wykorzystanie tozsamogsci hiperbolicznych

sinh 2z = 2sinh x cosh z

cosh 22 = cosh? z sinh? z

Mianowicie jesli chcemy obliczy¢ sinh 3, 6 lub cosh 3, 6 to najpierw obliczamy sinh 0, 9 oraz cosh 0, 9.
Nastepnie wykorzystujac podane wzory znajdujemy sinh 1,8 oraz cosh 1,8, a nastepnie znajdujemy
sinh 3,6 oraz cosh 3,6. Zauwazmy, ze ten tryb wymaga jednak mnozenia i kilku instancji algorytmu
lub przelaczania

1.7 Tryb hiperboliczny wektorowy

Ten tryb pozwala na obliczenie area tangens hiperbolicznego. Jak nie trudno sie domysli¢ na
podstawie do$wiadczen z poprzednich trybéw. Nalezy sprowadzi¢ punkt A do punktu A’, ktéry bedzie
lezal na osi . Zaczynamy od dowolnego punktu na plaszczyznie A = (A;, A,). Chcemy znalezé dla
niego = artgh %, ktére przesunie punkt po hiberboli na os§ x. Zauwazmy jednak, iz dowolny punkt
raczej nie lezy na hiperboli jednostkowe;j.

Rozumowanie mozemy prowadzi¢ na tej hiperboli na, ktérej znajduje si¢ ten punkt.

Wybierzmy wersje druga

v1.06b

ot
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Po przesunigciach wspétrzedna o bedzie réwna A, = (/A2 — A2. Wyjdzmy od postaci, ktora juz

\ A&

wyprowadziliémy. Pomijam chwilowo dla uproszczenia podwdjne iteracje.

Tp+1 = Tk + Yk tghop
Yk+1 = Yk + T tgh oy,
Br+1 = Br — ¥k

pr okresla jak zawsze wykonane przesuniecie w k + 1 iteracji. Niech (B, bedzie wartoscia aktualnie
przyblizajaca ¢ po wykonaniu k-tej iteracji.
Dla ustalenia uwagi niech x > 0.

e Zauwazmy, iz jesli yr > 0, to nastepny przesuw -~y nalezy odja¢ od .
e Jesli yr < 0, to nastepny przesuw v nalezy doda¢ do [y

Jesli x < 0, to
o Gdy yr < 0 to wtedy nastepny 7y nalezy odjac

e Gdy yr > 0 to wtedy nastepny vx nalezy dodaé

Zbiorczo mozna zapisaé ¢ = — sgn(xiyx )y, Suma takich przesunie¢ sprowadza punktu A = (A,, Ay)
do punktu A" = (, [AZ — A%,O)

n—1 n—1

Z Pk = Z —sgn (TrYk) Vi

k=0 k=0

WeZzmy jednak pod uwage, iz § ma odwrotny zwrot do rozpatrywanej sumy. Prowadzi nas to do
nastepujacej rekurencji
{ﬁk-H = By + sgn (Tkyk) Tk
Bo=0

“,{/ // “:I/ //

M
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Tk41 = Tk + Yk teh g
Yk+1 = Yk + Tk tgh oy
Brk+1 = Bk — ¥k

g = A Hn

yo = Ay - Hy

Bo =0

Tj41 = &5 — §;sgn(@;9;)2-C+")
gj+1 = 95 — &;sgn(@;9;)2~(+)
Bj-i—l = /3 + sgn(Z;9;)
Tog = Tk
Yo = Yk
Bo = B
(2 Ak =41340,021,
1, dla pozostatychk +
Tpt1 = Ty,
Yk+1 = Yt
Bri1 = By,
o = Ax . Hn
yo = Ay - Hy
Bo=0

,8,35+ 1, ...

W tym trybie takze mozemy zapomnie¢ o statych, ponadto po wykonaniu kilku iteracji mozemy
sobie wybra¢ najlepsza nie jesteSmy skazani na ostatnia.
Pierwszy przyktad to obliczanie artgh %. Drugi przyktad to obliczanie artgh%

Ay k=0 4000 y= 0,8000 S 0,0000 Ay k=0: o= 10000 y= B 00000
Y k=1 6000 y= 03000 8= 05493 Y p= z= 06250 y B2 05493
k=2 5250 y= 0,1500 3= 08047 k=2: z= 05625 y B 08047
k=5 5063 y= 00844 3= 09304 b= z= 03508 y= A= 09304
& k=4 4977 y= 00214 A= 10555 & k=4: o= 05486 y= B= 09304
=5 4971 y= 0,059 F= 1,088 F=5: = 05179 y= 0, 3= 10,9616
k=6: 4970 y=—0,0019 B= 1,1024 k= z= 05478 y=-00024 A= 09773
k=7: 4970 y= 00020 B= 10946 k=7: z= 03478 y= 0, B= 09695
k=8: 4970 y= 00001 B= 1,0985 k=8: = 05478 y=-00002 A= 09734
k=9: 4970 y=-00009 A= 11005 k=9: o= 08478 y= B= 09714

k=10: z= 04970 y=—00004 A= 10995 k= z= 0pd78 y= Bl 09724

k=11: z= 04970 y=-0,0002 8 1,0990 b= r= 05478 y= B= 09729

k=12: z= 04970 y=—0,0001 1,0088 k= z= 0pd78 y= ﬂ = 09731

k=13: z= 04970 y=00000 8= 1,0986 k= z= 0pd78 y= = 09730

| k=14: x= 04970 y=00000 3= 10986 | k= = 0p478 y= 00000 ﬁ = 09730

» k=0
ay ae
> >
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1.8 Podsumowanie jako szybki praktyczny poradnik obstugi algorytmu CORDIC

Tryb Rotacyjny Wektorowy
Okrezny (u=1) sin o, cos « arctg c
Liniowy (1 = 0) a-b c:a
Hiperboliczny (= —1) | sinh ¢, cosh g artgh ¢

Tpr1 = Tp — pdpyr2 "
Yer1 = Yk + dpp27F
Br+1 = Br — dx vk

e Rotacyjny di = sgn(0)

e Wektorowy d = — Sgn(!Ek : yk)

Na etapie projektowym nalezy stablicowa¢ wartosci ciagéw (i), (Kp) , (Hp)

e W trybie okreznym
Wy = arctg2*k dla k=0,1,2,...

1
Ky

dlan=1,2,...

n—1

IT (1+27%)
k=0

e W Liniowy nie trzeba tablicowaé

=27 dlak=0,1,2,...

e W Hiperboliczny
Ve = alrtghQ*(’H ) dla k = 0,1,2,...
1

Al = dlan=1,2,...
n—1 tg
H H (1 — 9—2(k+ ))
k=0 j=1
dla k+ | =4,13,40,121,...,s5,3s+ 1, ...

dla pozostatych k +

t—2’
E= 1,

Co doktadniej znaczy powtorzy¢ niektore iteracje w trybie hiperbolicznym?

d; = sgn (B)

dj = —sgn (Z;9;)

i1 = & — pd;g; 2~
41 = B + ;2=
Biv1 = B; — dik
Ty = Tk
9o = Yk
Bo = B
o {2, dla k+ | =4,13,40,121,...,5,3s + 1,...
1, dla pozostalych k +
Tpt1 = Ty,
Yk+1 = Uty
Bri1 = By,

=Y
i ) e Uwaga w trybie hiperbolicznym niektore iteracje trze-
Yo =: ba wykonaé¢ podwdjnie
Bo =7
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1.8.1 Aby policzy¢ sin ¢ oraz cosp, gdzie ¢ € (—90°,90°)
1. Wybieramy n np. n = 12 i odczytujemy z tabelki wartos¢ K,
2.00=K, yw=0 Bo=¢
3. Wykonujemy n iteracji algorytmu
4. Odczytujemy sin @ ~ y,, oraz cos p =~ &y
Co jak kat jest z poza zakresu?
e Przy obliczaniu sin « oraz cos «, dla dowolnego «
e Obliczamy @ = mod (a + 90°,360°) — 90°

— Jezeli @ > 90°, to

* p =a— 180°

% Algorytmem obliczamy sin ¢ oraz cos ¢

* W otrzymanych wynikach trzeba zmieni¢ znak sina = —sin @ COSQx = — COS
— W przeciwnym razie

* p=0a

x Algorytmem obliczamy sin ¢ oraz cos ¢

* W otrzymanych wynikach nie zmieniamy znaku sin o = sin ¢ COS (v = COS @

e Roéwnie dobrze rachunki moga by¢ prowadzone w radianach, wykonujemy je analogicznie

1.8.2 Aby policzy¢ arctge, gdy c € R
ezp=1 yo=c [p=0
e Wykonujemy dowolng liczbe iteracji algorytmu
e Wybieramy te iteracje, w ktorej yi jest najblizej 0

e Odczytujemy arctgc ~ J

1.8.3 Aby policzy¢ a-b, gdy a € R oraz b € (—2,2)
erg=a Yy=0 [Fy=>
e Wykonujemy dowolng liczbe iteracji algorytmu
e Wybieramy te iteracje, w ktorej Ox jest najblizej O

e Odczytujemy a - b ~ y;

1.8.4 Aby policzyé c: a, gdy a,c € R oraz ¢ € (-2,2)
erg=a y=c [o=0
e Wykonujemy dowolna liczbe iteracji algorytmu
e Wybieramy te iteracje, w ktorej yx jest najblizej 0

e Odczytujemy c: a ~ [k

17 kwietnia 2021 9 v1.06b
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1.8.5 Aby policzy¢ sinh ¢ oraz cosh ¢, gdy ¢ € (—1,11;1,11)
e Wybieramy n np. n = 12 i odczytujemy z tabelki wartos¢ H,,
e xg=Hy, y=0 fo=¢
e Wykonujemy n iteracji algorytmu

e Odczytujemy sinh ¢ ~ y,, oraz cosh p ~ x,

1.8.6 Aby policzy¢ artghe, gdy c € (—1;1)
erg=1 yo=c [Fp=0
e Wykonujemy dowolng liczbe iteracji algorytmu
e Wybieramy te iteracje, w ktorej yx jest najblizej 0

e Odczytujemy artgh c ~ G

1.9 Tryb hiperboliczny - przeindeksowany

Roéwnie dobrze tryby hiperboliczne mozna opisa¢ zaindeksowaé
drugi opis jest rownoznaczny.

e = artgh2™% dlak=1,2,...

nieco inaczej. Oczywiscie jeden i

n € NT - Liczba iteracji, podwdj-

o {2 dla k =4,13,40,121,...,5,3s+1,... ne licz¢ pojedynczo
1 dla pozostatych k o ke{l,....n}
Iy = = tkl dlan=1,2,... o p=-1
[T IT (1—272%) .
p=t Bjp1 = j — pd;;2"
@Aj+1 = ZZJ’ 4 (jjzﬁj2_k
Rotacyjny Wektorowy artgh Biv1 = 05 — d;k
cfj = sgn(Bj) cfj = —sgn(Z;7;) Zo = g,
ar = il =1 Yo = Yk
y1 =20 yley Bozﬁk
Br=¢ 61=0 Tl = Ty,
coshp ~ z,11 artgh c =~ 41 S :gfk
sinh ¢ ~ yp41 Br+1 = By
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